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Introduction

Ce cahier est destiné aux lycéens qui intégreront a la rentrée de septembre une terminale générale avec l’en-
seignement de spécialité mathématiques ou l'option mathématiques complémentaires.

Ce cahier est un recueil de méthodes et outils portant sur I’ensemble du programme de premiere ainsi qu'un
rappel sur les bases de calcul (a la fin du cahier.)

Il propose des exercices a traiter avant la rentrée pour envisager plus sereinement I’année de terminale.
Chaque exercice proposé est corrigé.

Ce travail sera d’autant plus efficace si vous le faites avec sérieux et de maniere autonome.

Méme si vous n‘arrivez a pas faire 'ensemble des exercices, 'objectif essentiel est de bien comprendre les
exemples et les exercices traités.

Quelques conseils d’organisation :

>

>

Echelonner votre travail sur une période large en travaillant réguliérement.
S’assurer que 'on maitrise le cours et comprendre les exemples avant de faire les exercices.
Ne commencer pas par ragarder le corrigé avant d’essayer de faire sérieusement l’exercice.

Faire les exercices avec rigueur en prenant soin de noter les points qui vous posent probleme et les
retravailler avec votre professeur de mathématiques a la rentrée.

N’hésitez pas a refaire les exercices (ou méme les exemples) que vous avez I'impression de ne pas bien
comprendre.

Si vous avez du mal sur les calculs de base, nous vous recommandons de bien traiter la partie sur les bases
de calculs.
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Equations et inéquations

n Premier degré

n Equations du premier degré

Méthodes

)

Exercices

m Résoudre dans R les équations suivantes.
[1] x-12=3x+4.
[2] 7(x-3)-4(x-1)=4.
[3] 5(x+2)-2(x—8)=3(x+1)

X 3x 1
. 5—11—74‘1.

. x+5_6x—9_1_x—1
2 4 37




a Inéquations du premier degré

Méthodes

Exercices

m Résoudre dans R, les inéquations suivantes.

3
.—2x<4. .2x+7+3(1—x)<1—zx
3
—2x>-2. [5] 2(x+ 1) +3(2x+1) <5(x +2) = 5(1 - 2x).
.x<—x. .7(1—x)+2(x—2)>—5x

n Equations de degré supérieur ou égal a 2

n Equations du second degré

Méthodes
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Remarque

Exercices

m Résoudre les équations suivantes :

[1] 2x2-2x-12=0. [4] 3x2+Vi2x+1=0. [7] x2-3V2x+4=0.
.—x2+x+2:0. .2x2+12x+18=0. .x(x+4)+8:0.
[38] 3x2+7x+1=0. [6] —4x+2x2+4=0. (9] 2(1-3u)=u?-3(2u +1).

a Factoriser pour résoudre

Exemples

Remarque

Mathématiques




Exercices

m Résoudre les équations suivantes sans calculer le discriminant.
[1] 3x2-5=0.
[2] 7x2+2x=0.
[3] x2-9+4(x+3)=0.
[4] 5(x*-1)=3(x—1)(x+2).
[5] x?-26x+169=0.

. WB+x2+x+1=0.

KB soit £ =3 —10x2+31x-30

. Vérifier que 2 est une racine de E.

. On pose E = (x—2)(ax’> +bx+c)ouacR, beRetceR.

Déterminer les valeurs de a, b et c.

. Résoudre E = 0.
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m Equations quotient

Exercices

m Résoudre les équations suivantes.
1
+x+3=0.
2

At
. 3x-4  x-1

x+1  2x+3
1 1 1

x-4 x-3 2
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m Signe d’une expression et résolution d’'inéquations

Méthodes
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Exercices

m Résoudre les inéquations suivantes :
[1] -3x?+4x+1<0.
. 2x2 +8x > 4.

[8] 2> —x+1<x®+3x 4.

1 1
[

x+1

B L <o
2x2-5x—4

a Mathématiques



Eléments de corrigé des exercices

m Ex:—&
@x:%

@ L’équation n’a pas de solution.

1 45
@ x:_Z_U:_I'

B]x=5.

m Résoudre dans R, les inéquations suivantes.
E] x=—2.
@ x<1.

@ x<—xo2x<0<x<0.

@x>36

3 17 17 , 6 S
@ 2(x+1)+3(2x+1) <5(x+2)— 5(1 —2x) © 8x+5<8x+ > S 5< > Donc I'inéquation a une

infinité de solutions.

@ 7(1 —x)+2(x—2) > —-5x < 3 > 0. Donc l'inéquation a une infinité de solutions.

03 ) [1] 2x2-2x-12=0x=-20ux=3.
@ —x’+x+2=0x=-loux=2.

7-V61 7+V61

3x2+7x+1=0x = =
@ X X X 6 ou x 6

1
3x2+V12x+1=0x=———.
] 3vE3 .

[5] 2x2+12x+18=0 & x=-3.

(6] —4x+2x2+4=0.A=-16<0donc S =0.

@ x2—3\/§x+4:0<:>x:\/§0ux:2\/§.
x(x+4)+8=0=x>+4x+8=0.A=-16<0donc S =0.

[9] 2(1-3u)=u?-32u+1) o u?-5=0u=V50uu=-V5.
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5 5 5

2— = 2:— = — = — —
E3x 5=0x 3<:x \/;oux \/;
2

@ 7x2+2x:0(:)x(7x+2):0<:>x:Ooux:—;_

@ x?-9+4(x+3)=0 (x-3)(x+3)+4(x+3)=0= (x+3)(x+1) =0 x=-3oux=-1.

E 5x2-1)=3(x-1)(x+2) @ 5(x-1)(x+1)-3(x-1)(x+2) =0 (x—1)(2x-1)=0 = x =1 ou

1
==
2

[5] x2-26x+169=0x>-2x13xx+132=0& (x-13)>=0 = x =13,

B <+ xt1=0 2@+ )+2+1=0 (x+1)(x>+1)=0x+1=0x=—1.

E Ona?23-10x2%2+31x2-30=0donc 2 est une racine de E.
@ On trouvea=1,b=-8 et c=15.

@ E=0o (x-2)(x>-8x+15)=0=x-2=00ux’-8x+15=0ox=20oux=30ux=>5.

~1+V21 il
E X=—T—""—o0ux=—.
2 2
~1-+221 ~1+V221

3x—4 x—1 5
= —11: = =
@ 1 2x+3<35x +Xx 0o x 10 ou x 10

@x:Zoux:S.

B o

E S:]—oo; —2—\/6]U[—2+\/€; +oo[.

@ 2x2—x+1<x2+3x-4ox2-4x+5<0 S =0.

1 1 1 x—1 (x—1)(x+1) 1-x+1-(x*>-1)
(4] 21 x4l L O GoDarl) G=DEeD) G-+l " @_DEsl) o
—x?-x+1 <0
(x=1)(x+1)

En utilisant un tableau de signe, on obtient S = }—oo °
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preamany .

Partie 2

Fonction exponentielle
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KXP rour x € R, exprimer les réels suivants en fonction de e*.
[1] A=e [5] E=Ve2x
(2] B=e* 6] F=e
[3] C=ee @GZZ;
(4] D = Ve H = e5*Ve8x
KZY simplifier les expressions suivantes :
[1] (e¥ +e™)? ~ (¥ —e™)% [@] (%) + (e3%) — (e — )"
[2] (e¥—e)?—e (e —e7).
(3] (er—e)(eX +e¥+1). [5] (%)’ e (e + e,
KEY Rrésoudre dans R:
[1] e7*1=1. (6] > <e2.

_ 2
[2] -t = [7] 2 -2 0.

2
@ 3 =e.
2
—5x —6
ex >e °.
E] e¥—e*=0.

[5] e +2e* -3 =0. [9] 1+e 2 >1.
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léments de corrigé des exercices

0y 1

@ = ere—x _ er—x —eX.

@ D=Vex=e% =¢*.
1 1 1
— =2 = I e
@E_Ve _‘/ez" Vo &
@ P:e%:\/e_.

e3x
@ 6= _ eSx—Zx —f
e =&%

H= eSX‘/e_SX — eSxe—4x — eSx—4x — eX,

m E(ex+e"‘)2—(e"—e"‘)2:ez"+e‘2x+2—(e2"+e‘2x—2):e2x+e‘2"+2—e2"—e‘2"+2:4.
@ (e*— e”“)2 —e™* (e3x - e’x) —eXX e 2X_) 242X — 02X _)
@ (ex—e‘x)(e2x+e"+1):e3"+e2x+e"—e"—1—e‘x:e3x+e2"—e"‘—1.
3x 2 -3x 2 3x —3x 2 6x —6x 6x —6x
E](e )+(e )—(e —e ):e +e P —eP—e ™+ 2=2.

2 2
@ (e3x) —e2x (er + e—Zx) — ebx _ o2x (e4x +e4x 2) — 0% _ o6% _ o=2% _ 0a2% — _o=2x _ 9a2%

[leF =16 2+1=00x=2

2
@ el ox-1=x2x2-x+1=0.

Le discriminant A de cette derniere équation est strictement négatif donc 1’équation n’a pas de
solutions réelles.

[3] ¥ =eo3-x2=1x?=2
o x=vV2o0ux=-V2.
E ef—e*=0ef=eFfoox==x

©2x=0x=0.

m Mathématiques



m (suite)
[5] e +2e*-3=0& (e*)* +2e* -3 =0.
On pose X =e*. On a donc

()2 +2e"-3=0X?+2X-3=0

S X=-30uX=1
Se¥=-3oue*=1.

Vx e, e*>0donconae*=1etdoncx =0 est 'unique solution de I’équation.
(6] e <e? o 2x<2x<1.
[7] 26" -22002">20e" 21 -x>02x<0.

2_ _
e e b2 _5x2-6o

X2 -5x+6>0ox€]-00; 2]U[3; +oo.

@ l+eZ>1oe >0,

Vx e R, e¥> 0 et donc e ¥ > 0. Donc I’ensemble des solutions est IR.
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Dérivation

Le plan est muni d’un repére (O; 77, ] ).

n Nombre dérivé et tangente a une courbe

Rappel du cours




m Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer si f est dérivable en a puis déterminer éventuelle-
ment f’(a).

[1] f(x)=2x-7,a=3.
[2] f(x)=-3x%a=2.
B f=-2,a=1

(4] fx)=Vx—T,a=2

m On considere la fonction définie par la courbe ci-apres et certaines des tangentes a la courbe.

Dans chacun des cas suivants, donner f(a) et f’(a).
A\

[w] [™]
Q 2

I}
oL
L —]
\

m On consideére la fonction f définie sur R par f(x) = x> + 3x — 1. On note Cr sa courbe représentative.
E] Démontrer que, pour tout réel a, f’(a) = 2a + 3.
@ Déterminer I’équation réduite de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 1.

@ Existe-t-il une tangente en un point de Cy qui soit parallele a la droite d’équation y = —2x+V177?
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n Dérivées

Rappel du cours

Mathématiques
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m Pour chacune des fonctions suivantes, donner son ensemble de définition, son ensemble de dérivabi-
lité puis calculer sa dérivée.

1] f:
[2] f:

@f:)ﬂ—)

(4] f:
(5] f:
(6] f:

@f:x|—>

8] f:
[9] f:
[10] £:
[11] 1

[12] £

1, 1

5x3 — —x?— =,
X = 3X 2x

X

x - x2/x.

3
x2+1°

1
xr—>3ex+5x2—;.

X > 32X+l

x — xe*.

e*+1
eX—1°

Mathématiques




m Applications de la dérivation

Rappel du cours

Exemple

S. BELLAASSALI n



m On consideére la fonction f définie sur R par : f(x) = x> — 4x? + 4x

E Calculer la dérivée f’ de f. Etudier son signe. Dresser le tableau des variations de f en précisant
les éventuels extremums.

@ Tracer la courbe représentative de f sur l'intervalle [-1; 3].

@ Déterminer par le calcul les coordonnées des points d’intersection de la courbe avec ’axe des
abscisses.

2x+3 a ] q
= T On note C sa représentation grahique.

m Soit f la fonction définie sur R\ {1} par : f(x)

E Calculer la dérivée f’ de f.
@ Dresser la tableau de variations de f.

@ Soit A le point d’intersection de C avec ’axe des abscisses. Calculer les coordonnées de A, puis
une équation de la tangente T, a la courbe C en A.

E Soit B le point d’intersection de C avec I’axe des ordonnées. Calculer les coordonnées de B, puis
une équation de la tangente Tj a la courbe C en B.

m Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 2e™ + 2x —e~!. On note Cr sa courbe représentative.
E] Calculer la dérivée f’ de f.
@ Déterminer le sens de variation de f.

@ Déterminer une équation des tangentes a C¢ aux points d’abscisses respectivement 1 et 0.

m Soit f la fonction définie par f(x) =x+3 + pour x € R. On note Cy sa courbe représentative.

eX+1
E Calculer la dérivée f’ de f.

@ Déterminer le sens de variation de f.

@ Cr admet-elle une tangente horizontale?

E Etudier la position relative de Cy et de la droite d d’équation y = x + 3.

@ Tracer d et Cf.

m Mathématiques



o) [1] Soit h = 0. LY (suite)

onafBTN-f(3) _6+2h-6_, [4] Soit h = 0.
h h Ona
. fB+h)-f(3) _
Poncona fim ™ —— =2 fe+-f2) _Vhri-1
Donc f est dérivable en a = 3 et on a h h
f(3)=2. _(VR+1-1)(Vh+1+1)
@Soithio. h+h1( }i+1+1)
Ona T h(WVht1+1)
f2+h)-f(2) -3(2+h)>+12 B 1
h h S Vh+1+1
_ —12h-3K?
a h Donc on a
:h(—12—3h) limf(1+h)_f(l): im 1
h h—0 h h—-0vVh+1+1
=—12-3h. 1
Donc on a Donc f est dérivable en a = 2 et on a
limLCHH=FQ) 15 sh=12. F)=1.
h—0 h h—0 2
Donc f est dérivable en a = 2 et on a
f'(2)=-12.
@ Soit J1 2 0. m E G,raphiquement, on a f(-3) = 3 et
f£1(=3)=-1
On a
Graphiquement, on a f(-1) = -2 et
fA+m)—f(1) _ —135+2 @f’(—l):z
h h s
_ _2+12+(:l+h) @ Graphiquement, on a f(z) = 4 et
h ,(5
_ o r(z)=0
~ h(1+h)
2
C1+h
Doncon a
imf A=) 2,
h—0 h h—0l+h
Donc f est dérivable en a =1 et on a
fi1)=2.
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m E SoitaeRet h=0.

m (suite)

[2] f:x 2.

f est définie sur [0 ; +oo].

2

V¥x € [0; +oo[, on pose u(x) = x° et

A2+2ah+h2+3a+3h—-1-a>-3a—1 v(x)=+vx.

On a
fla+h)—f(a) _ (a+h)?+3(a+h)—1-a®>-3a-1
h B h
- h
_ 2ah+h*+3h
B h
_ h(2a+h+3)
h
=2a+h+3
Donc on a
limw =lim2a+h+3
h—0 h h—0
=2a+3.

Donc f est dérivable en a et on a
f'(a) =2a+3.

@ On a f(1)=3et f'(1) =5 donc 'équa-
tion de la tangente a la courbe de f au
point d’abscisse 1 est :
y= F(1)(x-1)+f(1) & =5(x-1)+3 &
Y =5x—2.

@ Deux droites sont paralleles < elles
ont le coefficient directeur.

Le coefficient directeur de la tangente
en un point de Cy d’abscise a € R est
égal f’(a), et le coefficient directeur de
la droite d’équation y = —2x + V17 est
égal a —2.
On a

) 5
f (a):—2c>2a+3:—2(:)a:—§.
Donc la tangente a la courbe de f au

5
point d’abscisse a = ) est parallele a

la droite d’équation y = —2x + V17.

. 3 1., 1

E f x> 5x 7=
f est une somme d’une fonction poly-
nome et la fonction inverse donc elle
est définie sur IR* et dérivable sur IR* et

on a

) 1
f(x) = 15x2—x+;.

Mathématiques

u et v sont dérivables sur |0 ; +oo[ et on

1
m.
f = wuv donc f est dérivables sur
10; +oof[ etona f' = (uv) =u'v+uv'.

au'(x)=2xetv'(x)=

Ainsi, pour tout x €]0 ; +oo[, on a

1
"(x) = 2x x VX + x%2 x ——
f'(x) Vx NG
5

:2x\/3_c+M: S

2 2
3
Ef‘x'_)xhrl'
f est définie sur R et dérivable sur IR.

-6
Ona f'(x) = xlz,\v’erR.

(x2 +

)
Ef:x|—> \/E

x—1
f est définie sur [0; 1[U]1 ; +oof et dé-
rivable sur |0 ; 1[U]1 ; +ool.

p -x—1
Ona f'(x) = —Zx/i(x—l)z’

Vxe]0; 1[U]1; +oo[.

@ fixm (x*-3)%
f est définie sur R et dérivable sur IR.
On a f’(x) = 4x(x*> - 3), Vx € R.

f est définie sur IR* et dérivable sur R*.

6
Ona f/(x) = et Vx € R*.

2
@f:XHx +x+1

2545

5 5
f es définie sur ]—w g E[U]E 2 +oo[ et
dérivable sur cet méme ensemble.

, —2x%+10x+7
Onaf)=—Fsr

Vxe]— -5[u]5-+ [
00,2 X oo|.



m (suite)
f:x|—>3e"+5x2—§.

f est définie sur IR* et dérivable sur R*.
Ona f’(x)

@ f x> 3eXH,

f est définie sur IR et dérivable sur IR.
Ona f’(x) = 6e>**1, Vx € R.

f:x»—>xe".

f est définie sur R et dérivable sur IR.

= 3e* +10x+ , Vx e R".

Ona f'(x) =e*+xe* =e*(1 +x), Vx e R.
e*+1
@ f.x+—>ex_1.

f est définie sur IR* et dérivable sur R*.

X

’ _2e *
Onaf(X):m,VXEIR.

2x

@f B~ ITh

f est définie sur R et dérivable sur R.

e*(x* + x% + 2x)

Ona f’(x) 212

, Vx e R.

05 ) [1] Ona f/(

3x2 — 8x + 4 a deux racines distinctes :

—et 2.
3e

x)=3x?>-8x+4,VxeR.

2
Donc f’(x) est négative sur [5, 2] et
négative ailleurs.

On a le tableau de variations de f sui-

vant :

X —00 z 2 +00
3

f(x) + 0 - 0 4

32
f /27\0/

f admet deux extrema locaux : un mi-
nimum local égal a 0 atteint en x = 2 et

. s o1y 32 :
un maximum local égal a o atteint en

2
==y
3

S. BELLAASSALI

m (suite)

@ La courbe représentative de f sur l'in-
tervalle [-1;3].

42
34
24
14

-2 1404 1 2 3

@ On a f(0) = 0 donc la courbe de f

coupe ’axe des ordonnées au point O.

Onaf(x) =0 x(x?-4x+4) =0
x(x=2)2=0

©x=0o0ux=2.

Donc la courbe de f coupe l'axe des
abscisses au point O et au point de co-
ordonnées (2;0).

m EOnaf

@Onaf

2, VxeR\ (1}

)<0,Vx€e]-o0; 1{U]L ; +oo],

donc on a
X —00 1 +00
f(x) - -

BN

2
@Onafx x+3

1 =02x+3=0
3 3
=——.D A(——;O).
<X 2 onc on a 2

OnaTy: y:f’(—%)(x+%).

3 4
f’(——):—— doncon a
2 5
4 6
Ty:9=—sx——.
AY=TgX— g



m (suite)

E] On a f(0) = -3 doncon a B(0; —3).
OnaTg:y=/f"(0)x+f(0).
f’(0) =5 donc on a
Iy 2 p==bw=3;

2> 0donc f’(x) et 1 —e™* sont de méme
signe sur IR.

Donc f est décroissante sur |—co ; 0] et
croissante sur [0 ; +ool.

@ L’équation de la tangente a C¢ au point
d’abscisse 1 est

y=f(Dx-1)+f(1)

ey=(2-2ex+3el.

m Mathématiques

EOnaf’(x):l—( 2¢8 e?* +1

e¥+1)2  (e¥+1)’
VxeR.

@ ¥x€R,on a f’(x) >0, donc f est stric-
tement croissante sur IR.

@ Vx€RR, ona f'(x) # 0, donc Cy nadmet
pas de tangente horizontale.

2
@ Onaf(x)—(x+?>):ex_i_1 >0,¥xeR.

Donc Cf est strictement au dessus de la
droite d.
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Partie 4

Suites numeériques




B> pemarque

. Les réciproques des deux propositions précédentes sont fausses : (u,) peut étre croissante et f ne
pas ’étre sur R, (f peut avoir des variations quelconques entre deux entiers consécutifs.)

. Les deux propositions précédentes ne sont pas valables lorsqu’il s’agit d’une suite définie par une
formule de récurrence.
Ug = 1

Par exemple : 1
Uyl = Eu”' nelN

P . . 1 .
(u,) est décroissante mais la fonction f : x 5% est croissante sur R.

Méthodes

Mathématiques
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B> pemarque

Attention : Calculer les trois premiers termes et vérifier qu’il y a une évolution arithmétique (respecti-
vement, géométrique) ne permet pas de conclure que la suite est arithmétique (respectivement, géomé-
trique.)
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m Pour chacune des suites données ci-dessous, ou n € IN :

14020 0V71:5—21/l; o e 3n ;

° 1 ; n+1
un+1:un+§,ne]N L\

s w, = (n+1)=n?; *m=(3)

E Calculer les trois premiers termes.
@ La suite est-elle géométrique ? Arithmétique?

@ Si elle est arithmétique ou géométrique calculer le terme de rang 100.

m E u est une suite géométrique de raison g < 0 telle que u; =12 et us = 3072.

a. Calculer g puis u.

b. Calculer ug+uy +---+ ug

@ v est une suite arithmétique de raison r telle que vy =9 et v{ + vy + -+ +vg = 92.

Calculer r et v;.

m Etudier le sens de variation des suites suivantes :

=7
E u est définie sur IN par {uo

Y] = u,zZ —u,+1 pourtoutnelN

n2

@ v est définie sur IN* par v, = ETE

Ug = 4
Soit la suite réelle (u,),cn définie par 2
Upl = U+ 3

our tout n € N
3int3 P
E Calculer u; et u,. Justifier (u,) n’est ni arithmétique ni géométrique.

@ Présenter graphiquement les 4 premiers termes de la suite ().

@ On définit la suite (v,),eN par v, = u, — 1.

Montrer que (v,),cn est une suite géométrique dont on déterminera le premier terme et la
raison.

E Exprimer v, puis u, en fonction de n.

@ On pose S, =vg+ vy +--+v, et S, =ug+uy+-+u,.

Exprimer S, et S;, en fonction de 7.
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m Soit u la suite définie par :
Ug = -1
U, +6

Uy + 2

Upsl = pour tout n € IN

E Calculer u; et u,. Vérifier que (u,,) n’est ni arithmétique ni géométrique.
U, —2
U, + 3
Montrer que (v,,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme v, et la raison.

@ Soit v la suite définie par v, = ,¥neIN.
@ Exprimer v, en fonction de #.
E En déduire I'expression de u,, en fonction de .

[ 06 | dy =0

La suite (d,,) est définie par
dps1 = (dy)?+2n+3

E] Calculer d; et d,.

E On pose u,, = (d,)> —n?, ¥n € N. Montrer que (u,) est une suite arithmétique dont on précisera
le premier terme et la raison.

@ Exprimer u,, en fonction de n. En déduire 'expression de d,, en fonction de n.

m Mathématiques



Eléments de corrigé des exercices

MOZO
1
un+1:un+§,ne]N

b.

1
Onauozo,ulzzetuzzl.
VnelN,on a

1 PP
Uyl = Uy + 5 donc, par définition,
(u,,) est une suite arithmétique de

raison r = 5 et de premier terme
Ug = 0.

. (u,,) est une suite arithmétique de

raison r = 5 et de premier terme

ug = 0 donc on a

U, =uy+nr,¥nelN

1
Donconau100=0+100x§ =50.

@ v,=5-2n,¥neN.

c.
d.

Onavy=5,v,=3etv,=-1.
Soit n € IN.

Onav,1-v, =5-2(n+1)-5+2n =
-2.

Donc (v,,) est une suite arithmé-
tique de raison r = —2 et de pre-
mier terme vy = 5.

. Le terme général v, est déja ex-

primé en fonction de #.

. Ona V100 = —-195.

w, =(n+1)>-n% VneNN.

«.Onawy=1,w; =3 etw, =5.

Soit n € IN. On a
wy,=(n+1)2-n?>=n?>+2n+1-n?
=2n+1.

On a w1 —w, = 2 donc (w,,) est
une suite arithmétique de raison
r =2 et de premier terme wy = 1.

Onaw,=2n+1,Y¥nelN.
Ol’lawloo = 201,

m (suite)
E Xn =

3Vl
——,VYnelN.
n+1

3
o Onaxozl,xlzzetxzz&

(@) ! t >
nax —xg==etx,—x3 =—.
1% =7 27 X1=5
1 3 , :
Eizdonc (x,,) n’est pas une suite
arithmétique.

X 3 x
Ona-l=Zet=2=2.

X0 2 X1
3 , .
2% 3 donc (x,,) n’est pas une suite

géométrique.

1 n
5] yn=(§) ,VneN.

1
.0 =l,pp==ety,=—.
a na vy 7 5 et v 4
b. Soit n € IN.
1 n+1 1 1\
Onay=(3) =5x(3) =
1
Eyw
Donc (y,) est une suite géomé-
trique de raison g = 3 et de pre-
mier terme yg = 1.
c. Le terme général p, est déja ex-
primé en fonction de n.
1
d. On a Y100 = W

S. BELLAASSALI

. Calcul de g :

3072
On a us = u1q* & q* = =

256.

Donconag?=16etdoncg=4ou
q=-4.

12

g <0donc g =-4.
Clacul de u :
Onauy=u; xq ! ©uy=-3.

«Onaug+uy+---+ug=

1-(-4)7
XTI T e T s

_49155 _ 9831




m (suite)

@ v est une suite arithmétique de raison r

telleque vy =9 et vy +vy+ -+ vg
Calcul de 7 :

Onavi+vy+--+v3=92&

V1 + 79

8 x 92

v;1 =9-3retvg=9+5rdoncon a

=92.

5
4(18+2r):92(:>18+2r:23<:>r:E.

Calcul de vy :

3
Onav1:V4—3r:E.

Soit n € IN.

Onu, . —u,= u% —2u,+1

= (1, —1)*> > 0.

Donc la suite (u,,) est croissante.

n?

v est définie sur IN* par v, = —.
31’!

n2

VnelN*,onvn:7>0.
(n+1)? n
On a Untl _ 2 X 3—2
Un 3n+1) 2
~ 2(n+1)27n2 N 22n+1
3 -3

n>1doncona?2n+1>3etdonc

22n+1 > 23 > 3.
22n+1
Donc on a

strictement croissante.

Deuxiéme méthode :

Soit n € IN*.
On a
2(n+1)2 3n
Vn+l = Vn = m "o
3n

22n+1
-1).
5—1)

_F

on a

> 1 et donc (v,,) est

En utilisant le méme raisonnement que

la premiere méthode,

2n+1
on a

>1etdonc v, —v, >

0.

Mathématiques

EOnau1:3etu2:

3
2
Onauwu —uy=-1etu,—u =-3 donc
la suite (1,,) n'est pas arithmétique.
u 3 . u 7
Ona—L=Zet—2="2,
Ug 4 uy 9

3 7 . , ,
2 o donc la suite (u,) n'est pas géo-
métique.

@ Représentons graphiquement les 4 pre-
miers termes de (u,,).

@ Soit n € IN. On a par

Vp1 = Uppr — 1

N
—_

=
B
+
|
|
—

N L

Il

=
=
I
|

I
QWIN W WM W
=
=
|
—_

S
e

Donc (v,,) est une suite géométrique de
raison q = 3 et de premier terme
Vo = Uy —-1=3.

E (v,) est une suite géométrique de rai-

2 q
son q = 3 et de premier terme vy = 3

donc on a

211
vn:3x(§) , VneIN".



m (suite) m (suite)

@ Soint n € IN. @ (v,) est une suite géométrique de rai-
. 1 3
Expression de S, : son g = -3 et de premier terme vy = -3
Onas,=vg+vy+---+7v, donc on a
+1 3 1\"
1_(3)11 vn:——x(——),\v’neIN.
3 2 3
=IN——5—
1-3 [4] Soit neN.
-2
2 n+1 o v = Uy
:9(1—(5) ) a8V Mn+3

. sv,(u,+3)=u,—2
Expression de S}, : (i +3) =y
, S v, +3v, = u, -2 S u,(v,—1) =
Onas, =ug+uy+--+u,

=3, =2
2 n+1 _ _
:Sn+(”+1):9(1—(§) )+n+l. Su, = 3vy 2.

v, —1
9 171 2
(05 ixs) -
11 Donconaun:#
EOnau1:5etu2:7. _EX(_§) -1

24
Onauy—ug=6etuy—u; =——.

o 7 m EOnadlz\/getdzzx/g.
6 = —— donc (u,) n'est pas une suite
7 @SoitnelN.Ona

arithmétique.
11 2 2
ona o se2 1L et = (dys1)” = (n+1)
u u
0 ! =(d,)*+2n+3-n*-2n-1
-5 % 35 donc (u,) nest pas une suite =, 2,
géométrique.
) Donc (u,,) est une suite arithmétique de
@ Soit n€IN. On a raison r = 2 et de premier terme 1 = 0.
Vel = Uns1 —2 E Expression de u,, en fonction de 7 :
Z”:é 3 (u,,) est une suite arithmétique de rai-
3 # =2 son r = 2 et de premier terme uy = 0
- znig +3 donc on a
n
4y +6=2u,—4 u, =2n,¥nelN.
Uy+2 . . .
= Expression de d,, en fonction de # :
Up+2 Soit n € IN.
—Uyt+2
_ ™Y Onau, =(d,)*-n’* < (d,)? =u,+n’*
4u,+12 (d,)? = 2n+n?
Uy+2
—u,+2 od,=Vn?2+2noud, =-Vn?+2n.
C du,+12 d, =V3>0doncona
=_1Xun—2 d, =Vn?+2n,VYnecN.
3 u,+3
1
= —gvn.

Donc (v,,) est une suite géométrique de

raison g = ~3 et de premier terme
- 3
0="7
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Probabilités

On considére une expérience aléatoire et on note par () son univers.

u Probabilités conditionnelles

Soit A et B deux événements
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m E On désigne par A et B deux événements indépendants d’un univers muni d’une loi de probabi-
lité p.
3

4 —
On sait que p(AUB) = = et p(A) =z

Calculer la probabilité de I’événement B.

@ Dans ma rue, il pleut un soir sur quatre.
S’il pleut, je sors mon chien avec une probabilité égale a 11—0 ; s’il ne pleut pas, je sors mon chien
avec une probabilité égale a %

Je sors mon chien calculer la probabilité qu’il ne pleuve pas.

m Une entreprise fait fabriquer des paires de chaussettes aupres de trois fournisseurs 7, 7, 7.
Dans l'entreprise, toutes ces paires de chaussettes sont regroupées dans un stock unique.
La moitié des paires de chaussettes est fabriquée par le fournisseur 7, le tiers par le fournisseur %,
et le reste par le fournisseur 7.
Une étude statistique a montré que

e 5% des paires de chaussettes fabriquées par le fournisseur F; ont un défaut;
e 1,5% des paires de chaussettes fabriquées par le fournisseur F, ont un défaut;

e sur l'ensemble du stock, 3,5 % des paires de chaussettes ont un défaut.

On préleve au hasard une paire de chaussettes dans le stock de 'entreprise.
On considere les événements Fy, F,, F3 et D suivants :

E] Traduire en termes de probabilités les données de I’énoncé en utilisant les événements précé-
dents.

Dans la suite, on pourra utiliser un arbre pondéré associé a cette expérience.

E Calculer la probabilité qu’une paire de chaussettes prélevée soit fabriquée par le fournisseur F
et présente un défaut.

@ Calculer la probabilité de I’événement F, N D.
E En déduire la probabilité de I'événement F3 N D.

@ Sachant que la paire de chaussettes prélevée est fabriquée par le fournisseur 3, quelle est la
probabilité qu’elle présente un défaut?

m Chaque semaine, un agriculteur propose en vente directe a chacun de ses clients un panier de pro-
duits frais qui contient une seule bouteille de jus de fruits. Dans un esprit de développement durable,
il fait le choix de bouteilles en verre incassable et demande a ce que chaque semaine, le client rapporte
sa bouteille vide.
On suppose que le nombre de clients de I’agriculteur reste constant.
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Une étude statistique réalisée donne les résultats suivants :

* al’issue de la premiere semaine, la probabilité qu’un client rapporte la bouteille de son panier
est 0,9;

* sile client a rapporté la bouteille de son panier une semaine, alors la probabilité qu’il raméne
la bouteille du panier la semaine suivante est 0,95;

* si le client n’a pas rapporté la bouteille de son panier une semaine, alors la probabilité qu’il
ramene la bouteille du panier la semaine suivante est 0, 2.

On choisit au hasard un client parmi la clientéle de I’agriculteur. Pour tout entier naturel #n non nul,
on note R, ’événement « le client rapporte la bouteille de son panier de la n-ieme semaine ».

E] a. Modéliser la situation étudiée pour les deux premieres semaines a l’aide d’un arbre pon-
déré qui fera intervenir les événements R; et R;.

b. Déterminer la probabilité que le client rapporte ses bouteilles des paniers de la premiere
et de la deuxieme semaine.

c. Montrer que la probabilité que le client rapporte la bouteille du panier de la deuxieme
semaine est égale a 0,875.

d. Sachant que le client a rapporté la bouteille de son panier de la deuxieme semaine, quelle
est la probabilité qu’il n’ait pas rapporté la bouteille de son panier de la premieére semaine ?

On arrondira le résultat a 1073,

@ Pour tout entier naturel n non nul, on note r, la probabilité que le client rapporte la bouteille
du panier de la n-iéme semaine. On a alors 7, = p(R,)).
a. Dresser un arbre présentant la situation (la semaine » et la semaine n+ 1).
b. Justifier que pour tout entier naturel #» non nul, r,,,; = 0,757, +0, 2.
c. Pour tout entier naturel # non nul, on pose s, =1, -0, 8.

i. Montrer que (s,) est une suite géométrique.
ii. Exprimer s, en fonction de n puis en déduire r,, en fonction de n.

m On considere trois urnes U;, U,, et Us.
L'urne U; contient deux boules noires et trois boules rouges; I'urne U, contient une boule noire et
quatre boules rouges; 1'urne U; contient trois boules noires et quatre boules rouges.
Une expérience consiste a tirer au hasard une boule de U; et une boule de U,, a les mettre dans Us,
puis a tirer au hasard une boule de Us.
Pour i prenant les valeurs 1, 2 et 3, on désigne par N;, (respectivement R;) ’événement « on tire une
boule noire de I'urne U; » (respectivement « on tire une boule rouge de I'urne U; »).

E Illustrer la situation par un arbre de probabilités.

@ a. Calculer la probabilité des événements N; NN, NNj3, et Ny N R, NNj.
b. En déduire la probabilité de I'’événement N; N Nj.

c. Calculer de fagon analogue la probabilité de I’événement R; N Nj.
@ Déduire de la question précédente la probabilité de I’événement Nj.
E Les événements N; et N5 sont-ils indépendants ?

@ Sachant que la boule tirée dans Uj; est noire, quelle est la probabilité que la boule tirée de U;
soit rouge?
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n Variable aléatoire réelle
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m Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de passages a I'infirmerie dans un lycée dans une
journée.

P(X=x;) | 0,35 | 0,3 | 0,25 | b

E Calculer le réel b.
@ Calculer la probabilité qu’il y ait au moins deux passages a 'infirmerie dans la journée.

@ Calculer E(X) et V(X).

m Une entreprise fabrique des pieces. Pour effectuer un controle d’un type de piéces, on mesure avec
précision leur diametre. On rassemble les résultats dans le tableau suivant :

Diameétre en cm 9,8 9,9 10 10,1 | 10,2
Probabilité 0,05 | 0,06 | 0,71 | 0,14 | 0,04

Une piéce est dite conforme lorsqu’elle a un diametre de 10 cm.
E On tire au hasard une piece dans le lot. Quelle est la probabilité que cette piéce soit conforme?

@ Soit X la variable aléatoire qui, a chaque piece mesurée, associe I’écart par rapport a la dimen-
sion théorique de 10 cm.

a. Donner la loi de probabilité de X.
b. Calculer E(X) et o(X).

m Monsieur X effectue en voiture le méme trajet tous les jours. Sur sa route, il y a trois feux.
Une étude statistique, portant sur le nombre X de feux rouges a permis d’établir les résultats suivants :

X 0 1 2 3
P(X=x;) | 01030402

[1] Calculer E(X) et V(X).

@ Le trajet sans aucun arrét dure 15 min et chaque feu rouge rallonge la durée du trajet de 2 min.

Soit T la variable aléatoire qui donne la durée du trajet de Monsieur X.

a. Quelle relation lie X et T'?
b. En déduire E(T)et V(T).
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m Une urne contient 50 jetons de couleurs bleue, rouge ou jaune. 10 % des jetons sont bleus, il y a trois
fois plus de jetons jaunes que de jetons bleus. Un joueur tire un jeton au hasard.

e S’il est rouge, il remporte le gain de base.
e S’il est jaune, il remporte le carré du gain de base.
o S’il est bleu, il perd le cube du gain de base.

On note X le gain a ce jeu.

E On suppose que le gain de base est 2 euros.

a. Déterminer la loi de probabilité de X.
b. Calculer le gain moyen que 'on peut espérer réaliser sur un grand nombre de tirages.
@ On cherche a déterminer la valeur du gain de base gy, telle que le gain moyen réalisé sur un

grand nombre de tirages soit maximal. Le résultat sera arrondi au centime d’euro. Soit x le gain
de base en euros.

a. Montrer que le probléeme posé revient a étudier les éventuels extremums de la fonction f
définie sur [0 ; +oo[ par f (x) = -0, 1x3 +0,3x2 + 0, 6x.
b. Etudier le sens de variation de f sur I'intervalle [0 ; +oo].

c. Conclure.
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Eléments de corrigé des exercices

il [1] Onap(AUB) =p(A) +p(B) - p(ANB).
A et B sont indépendants donc on a p(A N B) = p(A)p(B)
Donc on a p(AUB) = p(A) + p(B) — p(A)p(B).

5
4 3 2 2
(:)—:gp(B)+—<:>p(B):§

On a donc g =p(B)(1-p(A)+p(A) & 4 p(B)p (Z) + (1 —p(Z))
= .

5
@ On pose P1: «Il pleut » et S : « Je sors mon chien ».

p(SNPI) _pp(Sip(PI)

p(s) — pS
D’apres la formule des probabilités totales, on a
p(S)=p(PINS)+p(PINS) = ppi(S)p(P]) + ppr(S)p (PI)

1 1 3 9 7
=—-X—+-X—

Onaps(ﬁ):

4710 4710 10
27
— o 27
DonconapS(Pl)=4—70:2—8.
10

27
Donc si je sors mon chien, la probabilité qu’il ne pleuve pas est égale a 53"

1 1
[1] Onap(Fl):Eetp(Fz):g.

5 1
OnapFl(D):m=2—O,
1,5 3
Pr.(D) =156 = 200
3,5 7
Dy=22-_~_
P(P) =755 = 200

L’arbre pondéré associé a cette expérience :

O

— Lyl
~/ -

=N
o ol

—
O
~

g
o o

/

2

— —F
1 2
3
1
6

/\

o]
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m (suite)
1 1 1

@ Onap(FyND)=p(F;)xpg (D)= %50 10
Donc la probabilité qu’'une paire de chaussettes prélevée soit fabriquée par le fournisseur 7 et

présente un défaut est égale a 10

1 3 1
@ Onap(FzﬁD):§xz—Oozm.

1 1 1
[4] Ona p(Fs)=1-p(F)-p(F) =1-5 -3 ==.

D’autre part, d’apres la formule des parobabilités totales, on a
p(D) = p(F1) % pf, (D) +p(F3) X pg, (D) + p(F3) x pp, (D)
7 1 1 1
= (D)

<200~ 20 " 200 " PE
- (D)_6(7_1_1) 6(6_1)_(6_5)_6_3
PE\EI=5{2300 " 20 ~ 200 200 40/ "\200 200/ 200 100"
Onadoncp(F3ND)=

1

p(F3ND) 555 6 3

Onapp(D)=———2=22 =

5] Onap, p(F) 1

m E a. Lénoncé donne p(R;)=0,9 , Py, (R;)=0,95 et pﬁ(Rz)ZO,Z

0,95  Ro

N

/
\

/\ /\

08R_

b. Onap(RiNRy)=p(R;) X Py, (Ry)=0,9%0,95=0,855.
c. R; et R, forment une partition de 'univers donc, d’aprés les probabilités totales on a :
p(Ry) =p(RyNRy)+p (R NRy)=0,855+p(Ry) X pr(R2)0,855+0,1x0,2=0,875
p(RiNRy) 0,02 4

. R)= = = 2
d OnapRz(Rl) 7 (Ry) 0.875 ~ 175 ~0,023.
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m (suite)

@ a. On a l’arbre suivant :

R
0 95 n+1
/
/ \ n+1
\ n+1
/
% .
n+1

b. Soit n e IN".
R, et R, forment une partition de 'univers donc, d’apreés les probabilités totales on a :
"1 =P(Rys1) =p (RyNRy41) +p (R_nm Rn+l) = Py, (Ry41) % p (Ry) +p§(Rn+l) Xp (R_n)
=0,95r,+0,2(1-r,)=0,75r,+0,2.

i. SoitneIN*.Onas,.; =r,,1-0,8=0,75r,+0,2-0,8=0,75r,,—0,6.

Ors,=r,—-0,8donconar,=s,+0,8 et donc on a
Syi1 =0,75(s,+0,8)—-0,6 =0,755,,+0,6 - 0,6 = 0,75s,,.
Donc (s,,) est une suite géométrique de raison g = 0,75 et de premier terme s; = 0,9 —
0,8=0,1.

ii. (s,) est une suite géométrique de raison q = 0,75 et de premier terme s; = 0,1 donc on
as,=0,1x(0,75)""1, VneIN*.
r,=5,+0,8donconar,=0,1x(0,75)""1+0,8 VnelN*.

m E Arbre de probabilités :

6
4 Ry
5 \
3
/ 3 N;
R, ;
A S B
5 5 N,
T
5 3
5
2 4 R, —_
5 / z N;
Ny A
\ % Rs
SoTNM—_
5
5 N
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m (suite)

2 1 5 2
. NiNN, NN3)= =Xx=—x==—;
[2] a. Onap(N;NN, NN3) EXE*X9° 18
2 4 4 32
p(NlﬂRz mN3)—§X§X§—m.
b. D’apres la formule des probabilités totales, on a :
2 32 14
P(NlﬂN3)—P(NlﬂN30N2)+P(N1ﬁN3ﬁR2)—EJFE—%-
c. De la méme manieére, on a
3 1 4 3 4 3 16
RiNN3)=p(RiNN,NN RiNRyNN3)==X=X—4+—=—X—=—X—=—.
p(RyNN3)=p(Ry NN, NN3)+p (R NRy N N3) B X g e e g

@ On en déduit que

p(N3)=p(N3NRy)+p(NsNNy) = %+%:%:§.
[4] p(Ny) = % et p(N3) = %

Dot p(Ny)p(N3) = 5t = 2= et p(Ny NN3) = 7.

On a donc p(Nyp)p(N3) = p(N; NN3), d’ou les événements N; et N3 ne sont pas indépendants.

Ju
(=)}

5] Onapm(Rl):”“;;—;;f):

16 5 8

=—X—==—,
75 2 15

~
U1IM|U1|

o5 ] [1] Ona0,35+0,3+0,25+b=1b=0,1.

[2] Ona P(X »2)=P(x=2)+P(x=3)=0,25+0,1=0,35.

Donc la probabilité qu’il y ait au moins deux passages a I'infirmerie dans la journée est égale a
0,35.

[3] calcul de E(X) :
OnaE(X)=1,1.
Calcul de V(X)) :
OnaE(X?)=0%%x0,35+1%2x0,3+22x0,25+3?x0,1=2,2.
Donc ona V(X) = E(X?) - (E(X))2 =2,2-1,21=0,99.

E La probabilité que la piéce soit conforme est de 0,71.

@ a. Laloi de probabilité de X :

X 0 [01] 02
P(X=x;) | 0,71 | 0,2 | 0,09

b. Ona E(X)=0,038 et 0(X) ~ 0,0645.

[ 07 ] [1] OnaE(X)=1,7 et V(X) =0,81.

[2] @ OnaT=2Xx+15.
b. Ona E(T) = 2E(X)+15=18,4 et V(T) = 4V(X) = 3,24.
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m E] a. Il ya 10 % de jetons bleus, donc 30 % de jetons blancs et il reste 60 % de jetons rouges.

Si le jeton tiré est rouge le gain est de 2 euros, s’il est blanc le gain est de 4 euros et s’il est
bleu la perte est 8 euros. On a donc le tableau de la loi de probabilité de X suivant :

2

4

-8

0,6

0,3

0,1

b. Ona E(X)=0,6x2+0,3x4+0,1x(-8)=1,2+1,2-0,8 =1,6. Donc sur un grand nombre
de tirages, on peut espérer un gain moyen de 1,6 euros par tirage.

E a. Le tableau de la loi de probabilité de X est alors :

Xi

X

2

P(X = Xi)

0,6

0,3

0,1

Ona E(X)=0,6x+0,3x%—0,1x3.
Rechercher la valeur du gain de base de telle que E(X) soit maximale revient a chercher

I’éventuel maximum de la fonction f définie sur [0; +;nfty[ par f(x)

0, 6x.

—0,1x3 +0,3x2 +

b. f est une fonction polynome donc elle est dérivable sur [0; +;nfty[ eton a

f(x)

-0,3x%>+0,6x+0,6.

c. Lesracines de f’(x) sont x; =1 — V3etx, =1+3.
On a donc le tableau de variations suivant :

X 0 1+3 +00
f'(x) + 6 -
f f(1+\/§)

/ \

d. Lespérance a ce jeu est maximale lorsque le gain de base est gy = 1+ V3 ~ 2,73.

Le gain moyen espéré, dans ce cas, est environ f (1 o \/5) ~ 1,84 euro.

S. BELLAASSALI



e

Partie 6

Fonctions trigonométriques

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O; 77, 7).
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2
E Résoudre cosx = —g dans |-7t; 7t] puis dans IR.

/ ’z q . . U 2.3 q e
@ Résoudre I’équation sinx = sm(—g) dans IR. Préciser les solutions contenues dans l'intervalle
10; 4r].

A . 1 . .
@ Montrer que ’équation cos2x = 5@ quatre solutions dans |-t ; 7| puis placer sur le cercle

trigonométrique les quatre points correspondants.

E Résoudre, dans |-7 ; 7], 4cos®x —2(1 + V3)cosx+ V3 =0.

1
E] Résoudre cosx > — 5 dans |-7; 7).

3
@ Résoudre sinx < —\/7_ dans |-7; 7).

. . e .. 1+ cos(2x
On admet la formule suivante, dite formule de linéarisation : cosz(x) = %, Vx e R.

E Exprimer sin?(x) en fonction de cos(2x), Vx € R.

S . . T
@ En déduire le cosinus et le sinus de B

m Soit g la fonction définie sur R par g(x) = cos(4x)sin?(4x).
E Etudier la parité de g. Interpréter graphiquement.

@ Montrer que g est rt-périodique.
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Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 7 cosx "

E Calculer f’(x). Etudier son signe sur [0 ; 7t]. En déduire les variations de f sur [0 ; 7t].
@ Montrer que f est impaire sur [-7 ; 7t]. En déduire les variations de f sur [-7 ; 7].
E Montrer que f est 27t-périodique.

E Tracer la courbe représentative %" de f sur [0 ; 7t] puis sur [—47m ; 47].

m Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e*). On note par Cr la courbe représentative de f.
E] Montrer que f est paire et 27t-périodique. Interpréter graphiquement.
E En déduire le plus petit intervalle I possible pour étudier f.

@ Pour cette question, on étudiera f sur l'intervalle [7; —7t].
On admet que f est dérivable sur R et que f’(x) = —sin(x)e®™, Vx € RR.
a. Résoudre l'inéquation —sin(x)geq0.
b. Montrer que f est croissante sur [—7; 0] et décroissante sur [0;7c].

c. En déduire les extrema locaux de f sur [—7;7t].
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Eléments de corrigé des exercices

EOnacosx———2®cosx—cos3—n
3_ 2 _3 §
(:)x:—n+2k7'coux:——n+2kn,
4 4
keZ

Donc sur IR, on a
S {% + 2k, —% + 2k7c avec k € Z}.
31 371}

—TC; ’ S: % 2 oA
Sur |-7t; 7], on a {4 1

9
@ Onasinx:sin(—%)@x:—g+2k7‘(oux: ?n+2k7'(,k€Z
Donc sur R, on a
S= {—%+2kn, 9?”+2krc avec k EZ}.

91t 157 257 31
Sur J0; 47t],ona S :{—T(,—n, _71’_71}
8 8 8 8
1 T T
@ Onacost:5<:>2x:§+2knou2x:—§+2knaveckez

T T
Sx=—+k =—— +km.
X 6 T OUu X 3

BNE

Donc sur |-7t; 7], on a

5:{_5_”,_2,2,5_”}_

6 6 6 6

E On pose X = cosx.
Ona4coszx—2(1+\/§)cosx+\/§:O<:>4X2—2(1+\/§)X+\/§:0.
OnaA=4(1-v3)?>0.

2(1+V3)-2(v3-1) ou X = 2(1+V3)+2(V/3-1)

Doncona X = u X
8 8

1 V3
sX=-ouX=—

29977
& Ccosx = ! ou cosx = V3

2 2
@x:%+2k7‘(oux:—%+2kr(oux:%+2k7‘(oux:—%+2kn,aveckez.

nnrc}

Sur]—rc;n],onaS:{— iy

w|
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1
E Résoudre cosx > — 3 dans |-7; 7).

On présente les solutions en rouge sur le cercle trigonométrique :

o
B
1 0O
2
_2r
B
2t 21
Doncona 52|22, 2%
onc on a 3 3

3
@ Résoudre sinx < —g dans |-t ; 7).

On présente les solutions en rouge sur le cercle trigonométrique :

sin®(x) = 1 —cos?(x)

B 1+ cos(2x)
=l-——
_ 2-1-cos(2x)
a 2

_ 1 -cos(2x)
=
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m (suite)
@ Calcul de sin(g) :

~—
Il
(S)

S —
Il
N
|
[ (\S)
Si

®|x |3

LS}
— —

|}

2.

)
—_—
™|
S —

\0)
ol
S

o

c

ar

)
—_——
‘l/

)
|
S

sin(%)>0donc onasin(%): \/2_\/E = \/2_\5.

4 2
E Calcul de cos (%) g

2
- 1+cos(?) 1+cos(—)
2(7) _ 2fmy__ \4])
w5 (3]
1+\/E
@cosz(z): 2
8 2
o cos?(X) = 2212
8/ 4
@cos(z)— 2+\/zoucos(—)—— 2+ V2
8/ 4 B 4 -

T T 2+\/§ \/2+\/§
cos(§)>0donconacos(§): = .

4 2

m E g est définie sur R. Donc pour tout x € R, on a —x € RR.
Soit x € R. On a g(—x) = cos(—4x)sin?(—4x) = cos(4x) (—sin(4x))2 = cos(4x)sin®(4x) = g(x).
Donc g est fonction paire sur IR.

Interprétation graphique : la courbe de g, dans un repere orthogonal, est symétrique par rapport
a ’axe des ordonnées.

@ Soit x € R.

Onax+7meR et g(x+ ) = cos(4x + 47) sin®(4x + 477).
Les fonctions cos et sin sont 27t-périodique donc on a g(x + 1) = cos(4x)sin?(4x) = g(x).

D’ou g est rt-périodique.
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m E Pour x € R, on pose u(x) = 3sinx et v(x) = 2+ cosx.

u et v sont dérivables sur R et on a u’(x) = 3cosx et v/(x) = —sinx.

u g
2+ cosx = 0 pour tout x e Ret f = ” donc f est dérivable sur R et on a

F/(x) = 3cosx(2+cosx)—3sinx(—sinx)  6cosx+3 6(C05x+%)

(2+cosx)2 (2+cosx)2 (2+cosx)2

@ Ona (2+cosx)2 >0,Yxe[0; x],

1
donc f’(x) est du signe de cosx + 5 sur [0; m].

1
Sur [0; 7], onacosx+5 >0 cosx > ——

27
S xe|0; —|.
* [ 3]

D’ou le tableau de variation suivant :

x 0 = i
f'(x) + 0 -
V3
f 0 — ~ 0
. 3sin(—x) —3sinx 3sinx . .
Soit x e R. O —x) = = =— =— d t .
@ onx naf(=x 2+cos(—x) 2+cosx 2 +cosx f(x) donc f est impaire
On peut donc limiter I’étude de f a [0 ; 7t]. On peut en déduire que la fonction f est décroissante
sur [—7; _ZTZ] et sur [271 ;7¢] et croissante sur | . 27Z]
"3 37 3737
3sin(x+2m)  3sinx

E SoitxeR.Ona f(x+2m) = = f(x) donc f est 2m-périodique.

2+cos(x+2m) 2+cosx

@ On trace € sur [0 ; 7] puis sur [—7t; 0] par symétrie centrale puisque f est impaire.

Enfin, comme f est 27t-périodique, on répéte le motif tous les 27 par translation.

1 &
1 .

= - - - - — - - Y - - , - : =
—11n 10n =8r =7m,f 5. =51 —4n \ —271 - ¢ n 2 4 51 7n  8m 7\( 10 11w’
i \(T 3 3,743 3 R 3,/ S Eom I & sk ln =3, 4

\ / \ +1 \ ’ \ ’

/ \ V] \ /

\\/l \\/' \\// \_/I
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m E Parité de f :
f est défine sur R qui est centré en 0.
Soit x € R.
On a f(—x) = (%),
cos est paire sur R donc on a f(—x) = > = f(x).
Donc f est paire sur R.

Interprétation graphique : la courbe de f, dans un repere orthogonal, est symétrique par rapport
a ’axe des ordonnées.

Périodicité de f :
Soit x € R.
Cim &1 {5z 4 i) = ST
cos est 27-périodique sur R donc on a f (x + 27t) = e“*5™) = f(x).
Donc f est 27t-périodique.
Interpréter graphique : la courbe de f sur R est obtenue a partir de sa courbe sur [—7; 7] par
translations de vecteur 27t et de vecteur —27i .
@ f est 2r-périodique donc on peut réduire son domaine d’étude a l'intervalle [—7c; 7t].
f est paire sur R donc sur [—7t;7¢] et donc on peut réduire son domaine d’étude a [0; 7c].

Donc le plus petit intervalle I possible pour étudier f est [0;7].

@ Pour cette question, on étudiera f sur l'intervalle [—7t; 7].
On admet que f est dérivable sur R et que f’(x) = —sin(x)e®™), Vx € RR.
a. On a —sin(x) > 0 © sin(x) < 0 © x € [-15;0].
b. Vx €, on a f’(x) = —sin(x)e<*®) et %) > 0 donc f’(x) et —sin(x) sont de méme signe.
Donc f est croissante sur [-7; 0] et décroissante sur [0; 7t].

c. f’(x)s’annule en 0 et f est croissante sur [—7; 0] et décroissante sur [0;7t] donc f admet un
maximum local atteint en x = 0.
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Partie 7
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Produit scalaire
et géométrie vectorielle
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On consideére le plan muni d’un repére orthonormal (O; 77, )
m On consideére les points A(4;—-1), B(—3;-1) et C(-1;3).
E Calculer le produit scalaire AB-AC.

@ On appelle H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB).

En calculant autrement le produit scalaire AB-AC, en déduire la longueur AH.

@ Donner une valeur en degrés, arrondie a 0,1 pres, de 'angle BAC.

m ABCD est un carré de coté 8 cm, BEC est un triangle équilatéral extérieur au carré et I est le milieu
du segment [BC].

E] Calculer les produits scalaires suivants :

a. AC-AB. b. AB-DC. c. AB-DB. d. AC-BD.

@ Calculer également BC-BE et CE - BC.

@ On rappelle que la hauteur du triangle équilatéral BEC vaut 4V3 cm.

Calculer alors les produits scalaires suivants.

a. AB-BE. b. CE-CD. c. BA-IE.

m On considére la droite d d’équation cartésienne 3x + v —4 = 0 et le point B(2;-3).
E Donner un vecteur normal a la droite d.
@ Déterminer une équation de la droite d” perpendiculaire a d passant par B.

@ En déduire les coordonnées du point H, projeté orthogonal du point B sur la droite 4.

m On considere un triangle ABC avec A(1;-3), B(—2;4) et C(3;0).
E Déterminer une équation cartésienne de la hauteur issue de A dans le triangle ABC.

@ Déterminer les coordonnées de H projeté orthogonal de A sur (BC).

@ Calculer la longueur AH. @ En déduire l'aire du triangle ABC.

m On considere I'ensemble E des points du plan vérifiant I’équation : x2 —3x + y2 +y-2=0.

E Justifier que cet ensemble est une équation cartésienne d’un cercle. Préciser les coordonnées du
centre et le rayon de ce cercle.

E Déterminer si les points G(1;-2) et N(3;—-2) appartiennent a ce cercle.

m On considere les points A(1;4), B(5;1), C(7;3) et D(1;1).
E Déterminer une équation cartésienne de d, la médiatrice de [CD].
@ Déterminer une équation du cercle C de diametre [AB].

E Déterminer les éventuels points d’intersection de C et d.
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Eléments de corrigé des exercices

[1] On aﬁ(_g) et A_C)(_f) donc on a AB-AC = 35.

@ H est le projeté orthogonal de C sur la droite (AB) donc on a AB-AC = AB-AH.
AB-AC >0 donconaAB-AH = ABx AH.
AB:7d0nconaAB><AH:35<:>AH:?:5.

—_— ZE * R
@ On a COS(BAC) = m
- — 5
AB=7,AC = V4l et AB-AC =35 donc on a cos(BAC) =—
V41
En utilisant la calculatrice, on a BAC ~ 37, 7.
m Une figure pour illustrer 1’énoncé :
D 1l C
J Ll l_
1 JE
= _I
A B

E] a. Ona AC-AB=AB-AB = AB? = 64.

b. Ona AB-DC = ABx DC = 64.
c. AB-DB=AB-AB = 64.

d. Les diagonales d’un carré sont perpendiculaires donc on a AC-BD=0.

@ Onaﬁ-ﬁ:BCxBExcos(g): geidl =32.

2
Ona@-ﬁ:—fﬁ-@:—CExCBxcos(§)=—32.

@ a. Ona@-ﬁ:@-(ﬁ+ﬁ)
=AB-BI +AB-TE = 0+ 8 x 4V3 = 32/3.
b. De la méme maniere, on trouve CE-CD = —-324/3.

c. OnaBA-TE = —BAXIE = —32+/3.
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3 . .
E ﬁ(l) est un vecteur normal a la droite d.

@ d’ est perpendiculaire a d donc ﬁ(f

) est un vecteur directeur de d’.

Donc d’ a comme équation cartésienne : x—3y+c=0ouceR.
B(2;-3)ed’doncona2+9+c=0etdoncc=-11.
Doud’ : x-3y—-11=0.

@ En déduire les coordonnées du point H, projeté orthogonal du point B sur la droite d.

d’ est perpendiculaire a d en passant par B donc H le projeté orthogonal du point B sur la droite
d est le point d’intersection de d et d’.

Pour déterminer les coordonnées de H, on résout le systeme :

3x+p-4=0
x-3y-11=0
3x+y-4=0 23 29
On a Sr==—Cclp==o
{x—3y—11:0 107710
23 29
D I8l =,==}
oneond (10 10)

m E On a note par d la hauteur issue de A dans le triangle ABC.

B—C)(_54) est un vecteur normal a la droite d.

Donconad:5x—4y+c=0oucelR.
A est un pointde d doncona5-12+c=0etdoncc="7.
Doud : 5x—4y+7=0

@ Déterminons d’abord une équation cartésienne de la droite (BC).
B-Cz(_54) est un vecteur directeur de (BC).

X+ 2
y—4
& —4(x+2)-5(y-4)=0 —-4x-5yp+12=0.

Donc —4x — 5y + 12 = 0 est une équation cartésienne de la droite (BC).

On a donc M(x;p) € (BC) & W( ) et IT(_SLL) sont colinéaires

5x—4y+7=0
Les coordonnées de H est le couple solution du systeme T
—4x-59+12=0
Sx—4y+7=0 13 88
ox=—ety=—.
—4x-5y+12=0 41 41
13 88
D Hl{—,— )
onc on a (41 41)
13)\? 2 4791
(3] AH = (—3) +(§) =YD L5,
41 41 41

1
[4] Ona Agpc = E><BC><AH=\/193: 13,9.
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m 3 9 9 1 1 1

2 _ 2 —7) = 2_2 et Z_ 7 2 2% = e 2=
EOnax 3x+y°+y 0ex XS XX+ g = Hy +2x oyt oo 0
(:)(x 3)2+( +1)2 18—0<:>(x 3)2+( +1)2—9
2) "W Ty T 2) TV¥a) T

3 1 3
Donc E est un cercle de centre de coordonnées (5;——) et de rayon —

2 V2
[2] Ona2-3x1+(-2)2-2-2=-220donc G ¢E.
Ona3?2-3x3+(-2)2—2-2=0donc N est un point du cerle E.

E W(g) est un vecteur normal a d donc ﬁ(3

1) est un vecteur normal a d.

Donconad:3x+y+c=0ouceclR.
I(4;2)eddonconal2+2+c=0&c=-14.
Doud :3x+y—-14=0.

[2] OnaM(x,p)eC o AM-BM = 0.

OrA—)M(;C:}L) etm(;:?) doncon a

(x-1)(x-5)+(y-4)(y-1)=0 x> - 6x+y> -5y +9=0.

Donc une équation cartésienne du cercle C est x* — 6x + % —5y+9 = 0.

3 -14=0
[3] onaM(xy)ecnd e 3T
X“—6x+y°-59+9=0
3 -14=0 =14-3 =14-3
Ona{” V"% =4 g S i
x“—6x+y°-59+9=0 x“—6x+y°-59+9=0 10x“—-75x+135=0
y=14-3x y=14-3x
& < 9
2x2 —15x+27=0 x=3o0ux=7
9 27 1
Six:3a10rsonay:14—3><3:5etsix:Ealorsy:14—7:—.

91
Donc d et C se coupent en deux points de coordonnées (3;5) et (E; E)
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Partie 8

Bases du calcul

Cette partie est destinée a ceux qui ont du mal sur les bases de calcul. J

u Calcul fractionnaire

Méthodes

m Exprimer sous forme d’une fraction irréductible ou d’un entier chacun des nombres suivants.

3 _15 -7 187 2920 5 32
A=7x2. B=_2>x_7. =22l 2288 D=—-12x 2 x 2=,
1] X7 2] 2175 3] c 292 * 1870 [4] X325




m Exprimer sous forme d’une fraction irréductible ou d’un entier chacun des nombres suivants.

13 =3

_ 3 _ 14
A= Blc-1
=21

1 2

13 T 5
@B:? EDzl—g
2 5

m Ecrire sous forme de fraction irréductible chacun des rationnels suivants (on cherchera d’abord les
facteurs communs aux dénominateurs).

1 3 1 3 5 1 5 1
_— . = = E=oo o,
Al A=5-55+15 3] c 136 68 51 Bl E-573 -0
8 1 2 9 89 1 1
S D=—— . Fz=— b ——.
@B 49 14 21 E 1312 13120 EI 1271+1353
m Ecrire sous forme d’un seul quotient chacun des nombres suivants, ou 4, b et ¢ sont des réels non nuls.
1 1 1 1 1 1
A=a+7. c=1_1 g1, 1
[A] A=a+ 3] c=—-. 5] ;
FIERT DFERE)
a b _b a

m Ecrire sous la forme la plus simple possible chacun des nombres suivants, ou 4, b, c et d sont des réels
tels que les quantités figurant dans des dénominateurs soient non nulles.

abc (a—b)*(a+b)c?
A=—. - 77
E bed @ ¢ cla—b) ’
1 a->b
@ B ade X E D — c
c
ad a+b

m Ecrire sous la forme la plus simple possible chacune des expressions suivantes, ou x est un réel tel
que les quantités figurant dans des dénominateurs soient non nulles.

1 x-1 1
1 PR Bc-.-5t ;
2 2 _ 2

x x * EIE 12

1 1 1 1
- : D= .
@ B= 3x2  3x 2x+1 " 2x(2x+1) 12

m Ecrire sous la forme d’un seul quotient.

3x-2 2-3x 5
A= - I= 1
E 5x-3 7x-2 E 2x—1Jr
5-12x —60x+25 4 x-1
B= - =
2] 3%x—5 | —6x_13 5l T x 3x+5
1 2 X 2
V: E:
3] x+l x-1 O 1-5x  x+1
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n Puissances

m a désignant un réel non nul, exprimer sous forme d’une puissance de a les réels suivants.

6

A=aBal. 2 -1 -2\"2
Mot @o-% Ee-t E-(%)
B=a3a2 55 B
. a’a .E:Zﬁ' .Hz(az) 2' N
6 -3 a’ \~
.C:Z—3. .F:ZTS. .Iz(a—l)—l_ -K=((F) )

m Soit a, b et ¢ des réels non nuls. Simplifier les expressions suivantes.

e _3 - 4 3b2 4 _3b4 —1b4 -3
[1] A_(a 3b2) 2] B=—(a Zb) El C:%' Ho- Zb‘lc; [5] £- ua2b4cc‘5 '

a=2b=2"
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m Soit a et b des réels non nuls. Ecrire sous la forme a”b™ les réels suivants.

b
III C:: ;:T. III E-

2 w|m | =

I
S S N

6 [2]
S -~
I

m Soit a, b et ¢ des réels non nuls. Ecrire sous la forme a”b" c? les réels suivants.

[ 4=("ve)" .c:(“z_b)_l.

(112bc)3
. B= (a‘l b‘lc)_z. . b= ’

(ab)?
m Soit n un entier naturel. Simplifier les expressions suivantes.
[1] a=2x2m [3] c=2%x2m (8] E=5"2x5%"
32n+1
2] 5~

2n+l

3 n
_ nn >

.D 3n+1' .F_2 X(z)'
m Soit n € IN* et a et b deux réels tels que a = 0. Simplifier les expressions suivantes.

n
.A:a”xa. .E:aznxa‘”. .I:anﬂ b
a
.B:a3”><a. .F:a‘*”xa‘1
g2+l —2n+1 a
a _
B c-° 7 6= [10] /= ..

. n+2 a4n
D=

m Racines carrées
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Remarque

¥ [ (viio3(viT+s), B (1-V2)(1+2). 8] (V3-V3)(\5+V3).
[2] (5+V3)2. [4] (V5-2)2. (6] (V7+V2)?.
m Ecrire plus simplement les expressions suivantes :
[1] V75. [3] V40 - Vieo. [5] 2v500-3v75.  [7] -3V63+5V49+7V28.
(8] —3V18+7V72-5V44+
.\/m .\/E+\/ﬁ .5@—\/5_4+2\/ﬁ. 4@.
m Ecrire les nombres suivants avec un dénominateur entier :
1 -10 1
LI B = B 5
1 @ CRA
V7 25 ey

S. BELLAASSALI a



m . Onposex:1+\/§ety=1—2\/§.

On mettra les résultats sous la forme a + b3, o1l a et b sont des entiers.

a. Calculer x+yetx—y.
b. Calculer x? et y.
c. Calculer x? —y? de deux maniéres différentes.
. Ondonne A=x2-2x-7
On mettra les résultats sous la forme a + b2, o1l a et b sont des entiers.
a. Calculer A pour x = V2
b. Calculer A pour x =5- V2
c. Calculer A pour x =2V2+1

m Est-il vrai que les nombres A = 2 + V3 et B = \/7 + 43 sont égaux? Justifier votre réponse.
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m Développer et réduire les expressions suivantes.
[1] A=2x(3x-5).
[2] B=(5x-2)(3x+7).
[3] c=(7+6x)
[4] D=(2x-3)

[8] E=(2x+3)(2x-3);
[6] F=(11x-7)(11x+7)+(3-x)%;

[7] G=(2x-52-(3x-2)(2x +3);

[8] H=(5x-2)(1+x)-(3+7x)>

Méthodes

m Mathématiques



S. BELLAASSALI




m En mettant en évidence un facteur commun, factoriser les expressions suivantes.

[1] M =(23x+1)(-17x+1) + (23x + 1)2.
[2] A=(13x—14)(25x—11)— (13x— 14)2.
[3] N =(8-18x)>—(16x-3)(818x).
EU (11-2x)(9—7x)+ (2x—11)(11x+2).
[5] E=(6x+23)(6x—5)—(19x - 6)(5 - 6x).
[6] L=(16x+13)(21x-3)+(16x+13).

[7] S=(-14x+5)— (4x-7)(-14x +5).

m En mettant en évidence une différence de deux carrés, factoriser les expressions suivantes.

[1] H=x2-121.

[2] E=(x-4)2-36
@ R=x?>-5
[4] T=25-(2-x)?

[5] Z=(x+3)>-(2x+4)%
m Factoriser en utilisant une identité remarquable.
] T=9x2+12x+4.
[2] H=x2+169-26x.
[3] A =144x+144x% + 36.
[4] L =49x?+25-70x.
[5] E=9x>-24x+16.

[6] s =-22x+121x%+1.

m Choisir la bonne méthode pour factoriser les expressions suivantes.
[1] P=(6x—4)(2x+5)— (3x+2)(2x +5).
[2] Y= (4x-52-(9-13x)%
[3] T=25x2+9-30x.

[4] H=(5x-7)3x-2) - (x-8)(3x-2).

Ce document est mis a disposition selon les termes de la licence Creative Commons
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